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Ottimizzazione

Progettazione
• Progettazione di processi o di apparecchiature specifiche
• Conceptual Design
• Specifiche delle apparecchiature
• Condizioni operative nominali

Conduzione
• Conduzione di impianto
• Controllo di processo
• Utilizzo delle materie prime (blending, …)
• Minimizzazione del dispendio energetico (HEN, …)

Management
• Valutazione dei progetti
• Selezione del prodotto ottimale
• Decisione se investire in ricerca o in produzione
• Realizzazione di nuovi impianti
• Supervisione tra più realtà produttive
• Filiera produttiva – Supply Chain Management

• Esistono tre ambiti distinti per “fare” ottimizzazione
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Posizione del problema

• Un problema di ottimizzazione è caratterizzato da:
– Funzione obiettivo
– Vincoli di uguaglianza (opzionali)
– Vincoli di disuguaglianza (opzionali)

• I vincoli possono essere:
– Lineari
– Non lineari

– Violabili
– Inviolabili

– Veri e propri
– Estremi inferiori e superiori sui gradi di libertà

• Le variabili di ottimizzazione vengono anche dette: gradi di libertà (gdl)

• Matematicamente si scrive:
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Funzione e Vincoli lineari
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Funzione e Vincoli lineari
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Funzione e Vincoli non lineari
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Funzione e Vincoli non lineari
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Funzione e Vincoli non lineari
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Vincoli non lineari e lower/upper bounds
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Infeasible region
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Vincoli

I vincoli di uguaglianza e disuguaglianza possono comprendere il

modello del processo da ottimizzare nonché i limiti di legge e 

processistici ed i limiti sui gradi di libertà.

I vincoli individuano la regione di “fattibilità” all’interno della quale 

muovere i gradi di libertà nella ricerca dell’ottimo.

Occorre che i vincoli siano consistenti al fine di definire una regione 

“fattibile” di ricerca.

Non c’è limite teorico al numero di vincoli di disuguaglianza.
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Vincoli

Se il numero di vincoli di uguaglianza è uguale al numero di gdl allora 

le soluzioni di tale problema (se esistono) individuano l’insieme di punti 

rispetto cui valutare la funzione obiettivo. In tal caso si seleziona alla 

fine il punto che produce il valore migliore.

Se si hanno più variabili che vincoli di uguaglianza allora il problema è

SOTTODETERMINATO ed occorre procedere alla ricerca effettiva 

dell’ottimo della funzione obiettivo.

Se si hanno più vincoli di uguaglianza che gdl il problema è

SOVRADETERMINATO e NON esiste una soluzione che soddisfi in modo

preciso tutti i vincoli. Questo è un tipico esempio di Riconciliazione in 

senso classico.
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Caratteristiche dei problemi di Ottimizzazione

Se la funzione obiettivo ed i vincoli sono lineari il problema è detto LINEARE

Se la funzione obiettivo e/o i vincoli sono NON lineari rispetto ai gradi di 

libertà il problema è detto NON lineare

Un problema di ottimizzazione NON lineare è più complicato di uno lineare

Un problema lineare ha una sola soluzione se fattibile

Un problema NON lineare può avere più punti di ottimo locale
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Caratteristiche dei problemi di Ottimizzazione

La ricerca dell’ottimo assoluto può essere molto complicata. Spesso non 

ha successo

Raramente si è interessati all’ottimo assoluto soprattutto qualora si stia 

operando un’ottimizzazione di processo in linea

La ricerca del punto di ottimo è condizionata pesantemente dalle 

eventuali discontinuità della funzione obiettivo e/o dei vincoli

Se esiste interazione tra i gdl, la ricerca dell’ottimo è fortemente 

condizionata. Per esempio: ( ) 2
3
121 3, xxxxfobj =
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Struttura della funzione obiettivo

Tipicamente la funzione obiettivo è di tipo economica:

∑(ricavi – costi), ma può basarsi anche su criteri di minimizzazione degli

inquinanti o sulla massimizzazione di conversioni, rendimenti, 

produzioni energetiche

Se nell’ambito del processo ci si riferisce soltanto a costi operativi e si 

tralasciano i costi di investimento allora si parla di problemi di 

SUPERVISIONE, CONTROLLO in SUPERVISIONE

È anche possibile dover considerare contemporaneamente costi di 

esercizio e di investimento. È questo il campo del “Conceptual Design”. 
Occorre individuare una base comune di riferimento rispetto cui 

effettuare il confronto. Infatti i costi di investimento vengono misurati in 

[€] mentre quelli di esercizio in [€/y].
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Metodi risolutivi
Il problema:                   è sempre riconducibile a:
cambiando di segno alla funzione obiettivo
Il problema di ottimizzazione può essere posto secondo due approcci 
distinti:

Equation oriented: cioè basato su un approccio globale che 
descrive il modello del processo tramite un unico sistema di 
equazioni (in generale algebrico-differenziali) che viene risolto 
insieme al problema considerandolo come una serie di vincoli
Black-box o Sequenziale modulare: il modello del processo viene 
interrogato dalla routine di ottimizzazione e fornisce i dati necessari 
alla valutazione della funzione obiettivo e degli eventuali vincoli 
processistici e/o di legge

Il modello di simulazione può poi lavorare in termini di FEASIBLE PATH 
o INFEASIBLE PATH a seconda che le equazioni relative alle correnti di 
riciclo siano risolte ad ogni chiamata o che la consistenza dei ricicli sia 
introdotta come vincolo lineare nella struttura del problema di 
ottimizzazione

)(  xfMax )(  xfMin
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Ottimizzazione multidimensionale vincolata

Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

I vincoli di disuguaglianza,               qualora violati, vengono riscritti come 
vincoli di uguaglianza tramite l’introduzione di slack variables: 0)( 2 =−σxg

( ) 0g ≥x
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Ottimizzazione multidimensionale vincolata

Metodo dei moltiplicatori di Lagrange

La funzione obiettivo viene riformulata per contenere sia i vincoli di 

uguaglianza che quelli di disuguaglianza:

vengono definite delle condizioni necessarie e sufficienti (Karush–Kuhn–

Tucker, KKT) per individuare il punto di ottimo che soddisfi contempora-

neamente i vincoli imposti.

È facile vedere come la dimensionalità del problema aumenti.
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Ottimizzazione multidimensionale vincolata

Metodo della Funzione di Penalizzazione
Si modifica la funzione obiettivo sommandole dei termini di penalizzazione 
che quantificano la violazione dei vincoli di uguaglianza o disuguaglianza:

Più in generale: 
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Ottimizzazione multidimensionale vincolata

Metodo SQP  (Successive Quadratic Programming)
La funzione obiettivo f(x) viene approssimata iterativamente tramite una 
quadrica, mentre i vincoli vengono linearizzati ed introdotti in una funzione 
obiettivo risultante. In formule abbiamo:

la ricerca del punto di ottimo viene effettuata in una direzione s (individuata 
dal vettore x) rispetto cui la funzione obiettivo ed i vincoli sono stati 
riformulati.

La matrice B indicata nelle formule è un’approssimazione della matrice 
Hessiana H e in genere viene calcolata tramite le formule BFGS (Broyden, 
Fletcher, Goldfarb, Shanno).
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